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НА ОСНОВІ ФУНКЦІЙ КОРИСНОСТІ

У статті досліджено економіко-математичні моделі споживчого вибору на основі функцій корисності та їх 
застосування для аналізу і прогнозування попиту. Розглянуто різні типи функцій корисності, зокрема логарифмічні 
та моделі Стоуна, і на їх основі виведено відповідні функції попиту при бюджетних обмеженнях.

Отримано умови, за яких товари можуть класифікуватися як нормальні, неякісні або товари Гіффена. Показа-
но, як зміни доходу та цін впливають на структуру споживання.

Запропоновано підхід до використання цих моделей у задачах фінансового прогнозування попиту, що дозволяє 
оцінювати поведінку споживачів у різних економічних ситуаціях.

Результати можуть бути використані для аналізу ринків та підтримки управлінських рішень у сфері ціноутво-
рення та планування попиту.
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This article explores the financial modeling of consumer behavior based on utility functions and its application to demand 
analysis and forecasting under budget constraints. At the microeconomic level, the study addresses rational consumer choice, 
where individuals allocate income across goods to maximize utility under specific price conditions and resource limitations.

The research evaluates various economic-mathematical models of consumer behavior, including logarithmic utility 
functions, Stone-type models, and generalized multiplicative utility functions. Different modeling approaches apply to the 
same economic object depending on analytical objectives, data availability, and market conditions. The paper examines 
consumer choice problems related to forming optimal bundles of goods and services, taking into account income, price 
structures, and individual preferences.

For each model, demand functions are derived via optimization methods, analyzing the relationships among income, 
prices, and consumption patterns. Particular attention is dedicated to identifying conditions under which goods are classified 
as normal, inferior, or Giffen goods, as well as analyzing substitution and complementarity effects.

An approach for applying utility-based models to financial demand forecasting is proposed, enabling consumer behavior 
evaluation under diverse economic scenarios and uncertainty factors. A numerical example illustrates the framework’s 
practical applicability and confirms its relevance for real-world analysis.
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Ultimately, the results support market analysis, demand forecasting, and managerial decision-making in pricing, planning, 
and resource allocation under economic uncertainty and market volatility.

Keywords: utility function, demand function, consumer choice, financial modeling, financial forecasting, demand 
forecasting.

Постановка проблеми. Ефективне функціонування будь-якої економічної системи значною мірою 
визначається стратегіями споживчого вибору, що робить їх пріоритетним об’єктом математичного моде-
лювання. Є різні математичні моделі поведінки окремого споживача. Перед споживачем постає головне 
завдання раціонального ведення господарства. Воно полягає у вирішенні питання про те, яку кількість 
наявних товарів він повинен придбати за певний проміжок часу при заданих цінах і споживчому доході, 
щоб від цього йому була найбільша користь в умовах бюджетного обмеження [4, 14].

Будемо вважати, що I – дохід (капітал) споживача, який він готовий витратити на придбання товарів. 
Ціни товарів вважаються заданими. Враховуючи структуру цін, дохід та власні переваги, споживач купує 
певну кількість товарів (благ), і математична модель такої його поведінки називається моделлю спожи-
вчого вибору. Розглянемо різні економіко-математичні моделі, пов’язані з теорією споживання. Для по-
чатку розглянемо один з простіших прикладів споживчого вибору в просторі двох товарів, коли функція 
корисності задається за допомогою функції Бернуллі, , де є спожи-
вчий набір з двох благ (товарів). Вважається, що споживач про кожні два набори може сказати, що один з 
них – більш бажаний, ніж інший, або споживач не бачить між ними різниці[3]. Розглянемо іншу функцію 
корисності споживача, функцію попиту Р. Стоуна вигляду: . 

Потім дослідимо іншу модель споживання, модель Стоуна, в якій функція корисності споживача є за-
гальною мультиплікативною функцією корисності [4, 42]:  . 

Наступною розглянемо модифіковану функцію споживчої корисності Р. Стоуна
  для опису зміни структури харчування. І, нарешті, розгля-
немо приклад споживчого вибору товарів першої потреби і товарів розкоші в просторі двох товарів , 
який можна зобразити функцією корисності вигляду   

Таким чином, систематизуємо різні моделі споживчого вибору та для кожної з наведених моделей, при 
заданому бюджетному обмеженні, виведемо умови, за яких про той чи інший товар можна сказати, що 
він є нормальним (цінним, або малоцінним), чи товари є взаємозамінними (взаємодоповнювальними), або 
товарами Гіффена (товари Гіффена – це товари першої необхідності, попит на які зростає при підвищенні 
їх ціни). Також з′ясуємо питання про те, чи залежить попит на кожний товар від зміни цін на інший товар 
і як змінюється попит на той чи інший товар із зростанням доходу. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. 
Дослідження загальної теорії споживчого вибору проведено, зокрема, в роботах [1; 3–5], в яких роз-

глянуто низку найпоширеніших економіко-математичних моделей, що пов′язані з теорією споживання, 
виробництва, заощаджень, загальної економічної рівноваги, тощо. 

У міжнародній науковій літературі теорія споживчого вибору та функцій попиту ґрунтовно дослідже-
на у працях Varian, Mas-Colell et al., Deaton and Muellbauer [7–10], де сформульовано базові підходи до 
аналізу функцій корисності та поведінки споживача. У новітніх дослідженнях значна увага приділяється 
емпіричному аналізу попиту та використанню великих масивів даних, а також інтеграції поведінкових 
факторів у моделі споживчого вибору [6; 11–13].

Потреба в точних кількісних моделях при господарюванні та веденні ділових операцій була усвідом-
лена давно. Розробці та дослідженню математичних моделей поведінки споживача присвячено роботи 
багатьох зарубіжних та вітчизняних вчених. Вагомий внесок у розроблення вище названих проблем 
внесли англійський економіст Дж. Р. Стоун, видатний український економіст, статистик і математик 
Є. Є. Слуцький. Важливу роль у вивченні теорії граничної корисності відіграли представники математич-
ної школи в економіці Х. Госсен у Німеччині, В. Джевонс та Ф. Еджворт у Великій Британії, Л. Вальрас 
у Швейцарії та ін. В роботах [4; 5] розглянуто низку важливих прикладів, що розкривають особливості 
оптимального вибору споживача в різних ситуаціях.

Мета і завдання дослідження. Метою роботи є системний аналіз та фінансове моделювання 
варіативних стратегій споживчого вибору, а також демонстрація практичного застосування моделей для 
фінансового прогнозування попиту. До завдань дослідження входить: узагальнення математичних під-
ходів до побудови функцій корисності; виведення функцій попиту для різних категорій благ; а також 
обґрунтування методології фінансового прогнозування динаміки попиту на товари першої необхідності 
та предмети розкоші при зростанні капіталу споживача.
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Наукова новизна дослідження полягає у розширенні класичної моделі Стоуна через введення специ-
фічних параметрів для товарів Гіффена та предметів розкоші, що дозволяє точніше прогнозувати попит в 
умовах різкої зміни доходів населення.

 Виклад основного матеріалу. Розглянемо різні важливі приклади споживчого вибору, які розкри-
вають певні особливості вибору споживача в різних ситуаціях. Спочатку розглянемо один з простіших 
прикладів споживчого вибору в просторі двох товарів. Нехай корисність задається функцією Бернуллі 

			   , 				    (1)
 – задані константи, причому 

Нехай  – відповідно кількість одиниць товарів № 1 та № 2, а  – ринкові ціни однієї одиниці 
товарів № 1 та № 2 відповідно. Вибір товарів першої потреби і товарів розкоші можна подати функцією 
корисності вигляду (1).

Нехай дохід (капітал) I споживача, який він готовий витратити на придбання товарів, перевищує вар-
тість мінімального споживчого кошика 

, тобто має місце стандартне бюджетне обмеження

					      						     (2)
Задачу споживчого вибору можна замінити задачею на умовний екстремум функції (1) за умови (2). 

Задача знаходження функцій попиту  на товари № 1 та № 2 відпо-
відно, які характеризують оптимальний вибір споживача, зводиться до знаходження максимуму функції 
корисності (1) при бюджетному обмеженні (2).

 Функція Лагранжа має вигляд [2, 67]

,
тобто

 .

Знайдемо частинні похідні 

Необхідними умовами оптимальності розв′язку  і множника є рівність нулю частинних похідних 
по всім змінним [3, 121]:

 
Функції попиту  задовольняють систему рівнянь:

			     			   (3)
Розв′язок системи (3) лежить на так званій бюджетній прямій , або 

. 
Розв’яжемо систему (3), отримаємо функції попиту: 

 на товари № 1 та № 2 відповідно та значення  

			    				    (4)
З (4) робимо висновок: якщо усі ціни і дохід I змінюються (збільшуються чи зменшуються) в одну й 

ту ж кількість разів, то величина попиту на товар (перший чи другий) залишається незмінною. При цьому 
маємо, що попит на перший товар не залежить від ціни на другий товар і попит на другий товар також не 
залежить від ціни на перший товар.

Оскільки

 і ,
то кожний товар (перший і другий) не є товарами Гіффена (товари Гіффена – це товари першої необ-

хідності, попит на які зростає при підвищенні їх ціни. Це бюджетні товари, які споживаються щодня), а 
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в нашому випадку зі зростанням цін попит на них зменшується і відповідно попит зростає з пониженням 
цін на товари відповідно. Окрім того, обидва товари є нейтральними один до одного, бо попит на кожний 
товар не залежить від зміни ціни на інший товар:

  і 
Розглянемо функцію (4) попиту першого товару. Частинна похідна її за доходом має вигляд

 і , оскільки  (а тому і їхній добуток) більше нуля.
Аналогічно знайдемо:

У цьому випадку попит на перший і на другий товари відповідно із зростанням доходу зростає, тобто 
перший (і другий) товар є нормальним, більше того, цінними товарами. Інакше, зниження доходу тягне 
за собою зниження попиту і на перший, і на другий товари. Нормальний товар не може бути товаром 
Гіффена.

Непряма функція корисності споживача має вигляд: 

					     .				     (5)
Продиференціюємо останню рівність за змінною I, дістанемо

Тоді

функція граничної корисності доходу споживача.
Отже, маємо, 
Знайдемо граничні корисності споживача за i-тим товаром:

				            				   (6)

Отже,

	  або 
Враховуючи (6), дістанемо

Відношення  – гранична норма заміни першого товару (продукту) другим в точці локальної рівнова-
ги . Вона дорівнює відношенню ринкових цін  на товари (продукти).

Розглянемо іншу функцію корисності споживача, функцію попиту Р. Стоуна вигляду:

				    , 				    (7)

де , , ,  – задані константи, причому зазвичай зазначають, що .
Дослідимо функцію (7) за аналогічним алгоритмом, що й (1).
Нехай дохід (капітал) I споживача, який він готовий витратити на придбання товарів, перевищує вар-

тість мінімального споживчого кошика , тобто має місце стандартне бюджетне обмеження 
(2).
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Функція Лагранжа при умовах (7), (2) має вигляд:

,
тобто

 .

Знайдемо частинні похідні 

та прирівняємо їх до нуля (необхідна умова екстремуму функції Лагранжа).
Оптимальне споживання  задовольняє систему рівнянь:

	   	(8)
Розв′яжемо систему рівнянь (8): 

Розглянемо друге рівняння останньої системи. Оскільки  

тоді 

Підставимо сюди  з третього рівняння останньої системи, знайдемо , 

звідки . Тоді .

 Оскільки , то 

Отже, функції попиту Стоуна набувають вигляду:
то

		    				    (9)

		   , 				    (10)

а .
Оскільки

 

=  і ,

то кожний товар (перший і другий) є нормальними, тобто зростання ціни товару призводить до зменшен-
ня попиту на нього.

Розглянемо функцію (9) попиту першого товару. 

Частинна похідна її за доходом має вигляд  і , оскільки  (а тому і їхня частка) біль-
ше нуля. У цьому випадку попит на перший товар із зростанням доходу зростає, тобто перший товар є 
нормальним, більше того, цінним товаром. Нормальний товар не може бути товаром Гіффена.
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Знайдемо з (10) 
Отже, і другий товар є нормальним, також цінним товаром.
Інакше, зниження доходу тягне за собою зниження попиту і на перший, і на другий товари.
Непряма функція корисності споживача має вигляд: 

			     		  (11)
Продиференціюємо рівність (11) за змінною I, отримуємо

 
Знайдемо

функція граничної корисності доходу споживача.

Отже, маємо, 
Знайдемо граничні корисності споживача за i-тим товаром:

Оскільки , то  тоді 

В результаті перетворень, отримаємо:

					      					     (12)
Аналогічно обчислимо та після перетворень, знайдемо

					      					      (13)
Враховуючи (12), (13), дістанемо співвідношення

Тепер розглянемо іншу модель споживання Стоуна, в якій функція корисності споживача є загальною 
мультиплікативною функцією корисності [4, 42]:

			    . 			  (14)
Дослідження проводимо аналогічно, як і у випадку функцій корисності (1) та (7). В результаті прове-

дених аналогічних перетворень, знайдемо функції попиту 

			     				    (15)
Зокрема, коли в моделі Стоуна всі товари є товарами вибору, тобто серед них немає товарів першої 

потреби, тоді всі  й усі параметри  рівні між собою (  то функції попиту мають 
вигляд 

Це означає, що дохід розподіляється на n однакових частин. Попит на кожний товар є оберненим до 
ціни на нього товар і необмежено зростає, коли I → ∞ :  При цьому , то усі товари є 
нейтральними один до одного (попит на кожний товар не залежить від зміни цін на інші товари). У цій 
моделі функція непрямої корисності (з урахуванням (15)) має вигляд 

,
а функція граничної корисності доходу споживача

,
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де p – вектор-стовпець цін. 
Для опису зміни структури харчування пропонується модифікована функція споживчої корисності 

Р. Стоуна:
			   				    (16)
де x = (x1, x2, ..., xn), xk  – кількість товару, ak – постійні коефіцієнти. Вони характеризують відносний 

ступінь переваги товару k ; b – необхідна сумарна кількість двох взаємозамінних товарів (вважаємо, що 
один із товарів дешевше за інший). В якості цих товарів можна розглядати, наприклад, овочі і фрукти або 
хліб і картоплю тощо. Функція (16) відрізняється від функції корисності Р. Стоуна тільки множниками 

 та Перший множник має враховувати бажання споживача придбати якомога більше за 
масою продуктів харчування, незалежно від виду продуктів. Другий множник – має відобразити 
бажання споживача купити разом з тим і деяку кількість іншого (не найдешевшого) продукту. Як і в мо-
делях (1), (7), (14) потрібно знайти такі функції попиту , для яких функція корисності  набуватиме 
максимального значення при бюджетному обмеженні

				    						       (17)
де I – величина доходу,  – ціна одиниці товару , причому . 
Як і для моделей (1), (7), (14) складемо функцію Лагранжа, знайдемо частинні похідні від неї за усі-

ма змінними , та прирівняємо їх до нуля, отримаємо з урахуванням (16), (17) систему алгебраїчних 
рівнянь:				  

		  			   (18)	
де 		  ,

= + +

Розв’язуючи систему (18), знайдем

				      …., 			   (19)

  

а					       

 Функції попиту (19) майже такі ж, як і в моделі Стоуна. З (19) робимо висновок, що попит на кожне 
благо (для ) зростає з ростом доходу і знижується з ростом ціни. Інакше кажучи, кожне з цих благ є 
нормальним товаром. Другий товар також є нормальним.

Розглянемо функцію попиту першого товару. Частинна похідна по доходу:

				    						     (20)
Якщо виконується умова
				    						      (21)
то похідна  більше нуля. У цьому випадку попит на перший товар зростає із зростанням доходу, 

тобто перший товар є нормальним. При цьому, як випливає з (19), він купується у кількості, яка переви-
щує b.
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Порушення умови (21) має місце у випадку, коли величина α2 достатньо велика, тобто якщо покупець 
має велике бажання купити другий (більш дорогий) товар. У цьому випадку . Це означає, що пер-
ший товар є товаром малоцінним. 

Частинна похідна  від величини попиту на перший товар за його ціною p1 має вигляд 

Вона може приймати як додатні, так і від’ємні значення. Коли  то це означає, що перший товар 
є товаром Гіффена, бо в такому випадку з ростом ціни попит на товар зростає і, відповідно, падає зі зни-
женням ціни. З нерівності

  випливає наступний критерій Гіффена:

І, нарешті, розглянемо приклад споживчого вибору товарів першої потреби і товарів розкоші в просто-
рі двох товарів , який можна зобразити функціями корисності вигляду 

			     				    (22)
де α, β задовольняють умовам: α > 0, β > α. При цьому вважаємо, що один товар дешевше іншого.
Функція (22) детально досліджена в роботі [3, 118]. Аналогічно вище викладеному алгоритму, складе-

мо функцію Лагранжа для задачі (22). Знайдено функції попиту x1, що максимізують функцію корисності 
(22) при бюджетному обмеженні:

 
де p1 – ціна одиниці i-го товару, I – величина доходу:

 
Маємо, що попит на перший товар не залежить від ціни на другий товар (він є «товаром першої необ-

хідності»), а з формули функції попиту  для предметів розкоші видно, що попит на другий товар зале-
жить від ціни на перший товар.

Оскільки

 і ,
то кожний товар (перший і другий) є нормальними, тобто зростання ціни товару призводить до змен-

шення попиту на нього. Також доведено, що попит на перший товар із зростанням доходу зростає, тобто 
перший товар є нормальним, більше того, цінним товаром, оскільки 

бо α, β, p1 (а тому і їхній добуток) більше нуля. Другий товар є нормальним, також 
цінним товаром, оскільки 

 бо β > α. Як і у випадку моделей (1), (7), (14), доведено співвідношення 

де  граничні корисності споживача за i-тим товаром: 

Деталізація аналітичних виведень дозволяє забезпечити відтворюваність результатів та їх подальше 
використання в прикладних задачах фінансового моделювання. 

Отримані аналітичні залежності функцій попиту дозволяють не лише досліджувати поведінку 
споживача, але й застосовувати їх для практичних задач фінансового прогнозування. Розглянемо це на 
конкретних прикладах.

Фінансове моделювання споживчого попиту на основі функцій корисності має важливе практичне 
значення для бізнесу, державної політики та аналітики ринків. В порівнянні з суто теоретичних моделей, 
у реальних умовах параметри функцій корисності оцінюються на основі статистичних даних, що дозволяє 
здійснювати кількісне прогнозування попиту.

Зокрема, для функцій попиту вигляду (15) параметри αi можуть інтерпретуватися як частки витрат на 
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відповідні товари у бюджеті споживача.
Для ілюстрації практичного застосування моделей розглянемо умовно-реальний приклад,  побудований 

на основі даних Державної служби статистики України щодо структури споживчих витрат домо-
господарств.

За статистичними даними, значна частка витрат українських домогосподарств припадає на:
– продукти харчування (близько 45–50 %), 
– непродовольчі товари та послуги (решта). 
Нехай середньомісячний дохід домогосподарства становить:
      I = 18 000 грн
Розглянемо два агреговані товари:
1) x1 – продукти харчування (товари першої необхідності), 
2) x2 – непродовольчі товари (умовно товари вищого порядку). 
Використаємо модель попиту (15). 
Припустимо, що:
– α1 =0,5; α2 =0,5 (наближено до структури витрат), 
– середня «умовна» ціна: 
p1 = 120 грн (харчові продукти), p2 = 600 грн (непродовольчі товари). 

Тоді: .

При зростанні доходу до I = 22 000 грн відповідні значення попиту зміняться до: 

 .
Побудуємо графік попиту залежно від доходу, використовуючи модель . 
Графік демонструє лінійну залежність попиту від доходу, що підтверджує позитивну залежність по-

питу від доходу, характерну для нормальних товарів: зі зростанням доходу обсяг споживання зростає 
пропорційно.

Побудуємо графік попиту залежно від ціни, використовуючи модель . 
Залежність попиту від ціни має обернений характер: зі зростанням ціни попит зменшується, що відпо-

відає закону попиту.

Рис. 1. Залежність попиту на товари першої необхідності від доходу

На основі наведених розрахунків побудовано графічні залежності попиту від доходу та ціни (рис. 1–2).
Таким чином, модель дозволяє прогнозувати зміну попиту залежно від доходу споживача, що є важли-

вим інструментом фінансового планування.
Крім того, такі моделі можуть використовуватися для прогнозування виручки підприємств. 
Важливим аспектом є також аналіз чутливості попиту до зміни цін. Використання похідних функцій 

попиту дозволяє оцінити еластичність попиту та передбачити наслідки зміни цінової політики підприєм-
ства. В свою чергу, в більшості розглянутих моделей виконується умова , що означає зменшення 
попиту при зростанні ціни.
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Рис. 2. Залежність попиту від ціни

Сучасні підходи до прогнозування попиту базуються на поєднанні економічних моделей та статистич-
них методів [14].

Отримані результати можуть бути застосовані не лише на рівні окремого підприємства, але й у макро-
економічному аналізі, зокрема для прогнозування структури споживчих витрат населення, оцінки впливу 
інфляційних процесів та формування економічної політики держави.

Висновки. У роботі узагальнено та систематизовано підходи до моделювання споживчого вибору на 
основі функцій корисності та досліджено їх застосування для формування функцій попиту в умовах бю-
джетних обмежень.

На відміну від попередніх досліджень авторів [1; 3], у даній роботі:
– розширено клас досліджуваних функцій корисності (зокрема, модифіковані моделі Стоуна); 
– отримано аналітичні умови, за яких товари можуть бути нормальними, неякісними або товарами 

Гіффена; 
– запропоновано підхід до інтерпретації функцій попиту в контексті фінансового прогнозування пове-

дінки споживача. 
Наукова новизна полягає у поєднанні класичних моделей споживчого вибору з елементами фінансово-

го прогнозування, що дозволяє оцінювати зміну попиту залежно від доходу та структури цін у приклад-
ному контексті.

Практичне значення результатів полягає у можливості використання отриманих моделей для прогно-
зування споживчого попиту на реальних ринках, зокрема у сфері роздрібної торгівлі.

Перспективи подальших досліджень пов’язані з:
– емпіричною верифікацією моделей на реальних даних підприємств; 
– інтеграцією поведінкових факторів у функції корисності; 
– застосуванням економетричних методів для оцінювання параметрів моделей.
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